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1 Statistik!

1.1 Einleitung

Der erste Teil dieses Skriptums beschéftigt sich mit einer kompakten Darstellung von
statistischen und stochastischen Begriffen, welche wichtig fur das Verstandnis mathematischer
Methoden des Produktions- und Prozessmanagement sind.

Generell wird im Produktionsmanagement sehr haufig nach Prozessverbesserungen gesucht.
Um etwas verbessern zu kénnen, muss man den aktuellen Status des Prozesses genau kennen
und beschreiben kdnnen. Mdchte man quantitative Aussagen uber einen Prozess treffen, so
bedient man sich sehr hdufig der beschreibenden (oder deskriptiven) Statistik.

Jedoch bedeutet eine quantitative Beschreibung eines Prozesses nicht die Auswertung aller
mdglichen Messwerte einer Grundgesamtheit. Zum Beispiel gibt es Materialprifungen, die das
Produkt zerstdren, wie etwa Reil3festigkeitstests oder chemische Tests bei bereits sterilisierten
und verpackten Impfstoffen. Andererseits, gibt es Produkte bei denen der Test jedes Stiickes
vom Gesetz vorgeschrieben ist (z.B. Kondome). Allerdings verursacht der Testprozess oft
Mehrkosten und daher einen héheren Preis flir den Endverbraucher.

Eine Grundgesamtheit (oft auch Population genannt) ist eine Menge von Objekten, welche
zumindest in einem Gesichtspunkt (Merkmal) gleichartig sind.

Um trotzdem eine Aussage Uber die Qualitat solcher Produkte treffen zu kdnnen, muss man
daher Stichproben aus dieser Grundgesamtheit ziehen und diese testen.

Eine (zufallig) ausgewahlte, beliebige echte Teilmenge einer Grundgesamtheit nennt man
Stichprobe.

Der Zusammenhang zwischen Stichprobe und Grundgesamtheit ist, dass man mit einer
Stichprobe versucht die Merkmale einer Grundgesamtheit abzuschatzen. Mit anderen Worten,
kann man mit bekanntem Anteil n eines Merkmals in einer Stichprobe denselben Anteil N in
der Grundgesamtheit schéatzen.

Es gibt 2 Arten, wie man Statistik verwenden kann:

1) ,.Beschreibende Statistik* (Deskriptive Statistik) — Dieser Zweig der Statistik umfasst
alle Techniken um einen Datensatz summarisch darzustellen. KenngréfRen (Lage- und
Streuungsmafe) werden berechnet, um Merkmale eines Datensatzes beschreiben zu
kdnnen.

1 Bleymiiller, Gehlert, Gulicher (2000): Statistik fur Wirtschaftswissenschaftler, 12.Auflage, Verlag Vahlen,
Minchen
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2) ,Beurteilende Statistik” (Inferenzstatistik) — Informationen eines beschrénkten
Datensatzes (Stichprobe) werden verwendet, um Schlussfolgerungen auf die
Grundgesamtheit zu ziehen bzw. Parameter der Grundgesamtheit zu schétzen.

Zur Vollstandigkeit sei an dieser Stelle erwahnt, dass eine generelle Unterscheidung zwischen
qualitativen und quantitativen und zwischen diskreten und stetigen Merkmalen (Variablen)
existiert.

Qualitativ — Ergebnis durch Einteilung in Kategorien, z.B. Geschlecht, Familienstand
Quantitativ. — Ergebnis durch eine Art Z&hlen z.B. Alter, KdrpergroRe

Diskret — Nur bestimmte Werte konnen realisiert werden, z.B. Anzahl Studenten
Stetig — Alle beliebigen Werte auf einer Zahlengeraden kdnnen realisiert werden, z.B.
Lénge

1.2 Parameter und Schatzgrofien

Kenngrolen, die eine Grundgesamtheit beschreiben, nennt man Parameter. Diese werden im
Allgemeinen in griechischen Buchstaben ausgedriickt (z.B. u, o)

Kenngrolen, die eine Stichprobe beschreiben, nennt man SchétzgroRen und diese werden in
lateinischen Kleinbuchstaben ausgedriickt (z.B. X, s)

Die Aussagekraft von Schatzwerten wird durch zwei Merkmale bestimmt:

- Wie reprasentativ ist die Stichprobe?

Reprasentativ heifdt, dass alle Einheiten der Grundgesamtheit die gleiche Chance haben, ausgewéhlt zu
werden.

- Wie grol3 ist die Stichprobe?
GroRere reprasentative Stichproben lassen kleinere Abweichungen erwarten als kleine.

Da eine einfache Auflistung von Daten bzw. eine Haufigkeitstabelle sehr viele Informationen
in einer eher undbersichtlichen Form enthalt, versucht man das vorhandene Datenmaterial auf
einige wenige Parameter (Kennzahlen) zu verdichten. In weiterer Folge werden die wichtigsten
dieser Parameter vorgestellt.
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1.2.1 KenngroéRen zur Beschreibung der Lage (Lagemalie)

Mittelwert (arithmetisches Mittel)
Der (arithmetische) Mittelwert ist der Durchschnitt aller Werte eines Datensatzes.

Mittelwert der Grundgesamtheit Mittelwert der Stichprobe
N n
3% >
=1L X =4
H N n
wobei X = Mittelwert der Stichprobe
Xi = Wdert der Stichprobe i
n = StichprobengroRe
u = Mittelwert der Grundgesamtheit
N = GroRe der Grundgesamtheit

Werden die einzelnen Merkmalwerte x; mit relativen oder absoluten Haufigkeiten gewogen,
bezeichnet man p als gewogenes arithmetisches Mittel.

Median (Zentralwert)
Ordnet man Daten in aufsteigender oder absteigender Reihenfolge (Rangskala), dann stellt der

Wert, bei dem 50% der Werte rechts und 50% der Werte links stehen, den Median dar. Ist dabei
die Anzahl N der Messwerte ungerade, dann ist die Stellung des Medians bei (N+1)/2. Ist N
eine gerade Zahl, so ergeben sich zwangslaufig zwei mittlere Werte an den Stellen N/2 und N/2
+ 1 und der Median ist dann das arithmetische Mittel dieser Werte.

Erwahnenswert ist, dass der Median robust gegen AusreilRer ist. Im Gegensatz dazu wird das
arithmetische Mittel von AusreiRern verzerrt.

Vergleich arithmetisches Mittel und Median:

Eine bestimmte Dienstleistung wird von 8 Versuchspersonen durchgefuhrt. Die
(unterschiedlichen) benétigten Zeiten (Minuten) werden in einer Rangskala geordnet:

15; 17; 18; 19; 20; 21, 22; 46;.

Da die Anzahl der Messwerte gerade ist, ist der Median (19 + 20)/2 = 19,5 Minuten.

In diesem Beispiel erkennt man sehr deutlich, dass der extrem grof3e Messwert 46 einen starken
Einfluss auf das arithmetische Mittel (X = 22,25 Minuten), jedoch nicht auf den Median hat.

Modalwert
Der Modalwert oder Modus ist der ,.hdufigste Wert™ in einer Héaufigkeitsverteilung bzw. in
einer Messreihe oder einem Datensatz.
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1.2.2 KenngroRen zur Beschreibung der Variation (Streuungsmalie)

Spannweite
Ein sehr einfaches aber ungenaues MaR fir die Streuung der Daten ist die Spannweite. Dabei

ist das Minimum der kleinste und das Maximum der groRte Wert einer Stichprobe. Die
Spannweite selbst ist die Differenz zwischen Maximum und Minimum. Der Nachteil der
Spannweite ist, dass diese nicht unabhangig von der Stichprobengréle ist und nur zwei Werte
fur die Berechnung herangezogen werden, um die Variation der gesamten Population zu
beschreiben. Dadurch geht viel wertvolle Information verloren.

Varianz

Die Varianz ist bei weitem das wichtigste StreuungsmaR der Statistik und stellt das
arithmetische Mittel der quadrierten Abweichungen der einzelnen Merkmalswerte von ihrem
Mittelwert dar.

Varianz der Grundgesamtheit Varianz der Stichprobe
N n
Z(Xi - u)* Z(Xi - X)?
O_Z — =l SZ _ =l
N n-1

Die Vorteile der Varianz als quadrierte Abweichungen sind folgende:

- Alle Abweichungen werden durch das Quadrieren positiv.
- GroRere Abweichungen gehen stérker in die Berechnung ein.
- Sind Varianzen unabhangig voneinander, so kann man diese addieren.

Entscheidend flr die Additivitdt der Varianzen ist, dass sie unabhangig sind, da sonst
Kovarianzen miteinbezogen werden missen (siehe dazu S. 7)

Standardabweichung
Die Standardabweichung ist als positive Quadratwurzel der Varianz definiert.

Standardabweichung der Grundgesamtheit ~ Standardabweichung der Stichprobe
& (X _/")2 - (X _)_()2
= _— S = -
“ \/z1 N 20

Intuitiv ausgedriickt, kann man die Standardabweichung als eine Art arithmetisches Mittel der
Abstande der einzelnen Datenpunkte zum Mittelwert selbst verstehen.

Der Vorteil der Standardabweichung ist, dass die Information aller Datenpunkte in dieses
StreuungsmaR einfliet und dass man einen Anhaltspunkt tber erwartete Abweichungen vom

-6-
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Mittelwert neuer Datenpunkte erhdlt. Ein Nachteil jedoch ist die Nicht-Additivitat der
Standardabweichung.

Anmerkung zur Berechnung von Standardabweichung und Varianz:

Es empfiehlt sich, eine einfache Tabelle zu zeichnen und die jeweilige Formel anzuwenden, um
diese zwei Streuungsmalie zu berechnen.

X, —X  (%-%X)?% (%—-X)"/(n-1)

51,7 -0,45 0,2025 0,0405
51,8 -0,35 0,1225 0,0245
51,9 -0,25 0,0625 0,0125
52,3 0,15 0,0225 0,0045
52,6 0,45 0,2025 0,0405
52,6 0,45 0,2025 0,0405
> - Varianz (s
Mittelwert 0,163 i=1
52,15 0,4037 f — Standardabweichung (s)

Stichproben- Kovarianz

Soll der Zusammenhang zweier Merkmale x und y festgestellt werden, so eignet sich dafir die
Kovarianz. An dieser Stelle soll nur die Schatzung der Stichproben - Kovarianz dargestellt
werden. Die Kovarianz allgemein finden Sie im Stochastik Teil dieses Skriptums.

1 3 o =
COny = m;(Xi - X)(yi - y)

Durch den Verschiebungssatz ergibt sich eine zweite, bei der hdndischen Berechnung oftmals
einfachere Formel.

Variationskoeffizient
Die bisher dargestellten Streuungsmafe haben beziiglich Ihrer Vergleichbarkeit den Nachteil,
dass im Allgemeinen keine Aussage daruiber getroffen werden kann, ob die Varianz grol? oder

Klein ist. Eine Standardabweichung von ¢ = 2 mm hat sicherlich eine andere Bedeutung bei
einem 1000 mm Werkstick als bei einem 10 mm Nagel. Eine Lésung fur dieses Problem bietet
der sog. Variationskoeffizient.

Variationskoeffizient der Grundgesamtheit  Variationskoeffizient der Stichprobe

o S
C=— C =

P X
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Der Variationskoeffizient ist somit definiert als die relative Standardabweichung bezogen auf
den Mittelwert. Dieser Koeffizient ist einheitslos und somit fur den Vergleich der Streuung
verschiedener Stichproben geeignet. Es ist nicht méglich diese Kenngro3e zu berechnen, falls
der Mittelwert O ist. Allerdings bietet dieses Mal eine sehr einfache Mdglichkeit die Streuung
bei unterschiedlichen Mittelwerten zu vergleichen. Um eine grobe Einteilung Uber das Ausmaf3
der Schwankung zu treffen, hat sich folgendes Schema bewahrt.

Geringe Schwankung 0<c<3/4
Mittlere Schwankung 3/4 <c<4/3
Starke Schwankung c>4/3

Beispiel 1.1

Folgende Daten aus einer Stichprobe sind gegeben. {10; 5; 12; 13; 10; 14; 13; 11; 13; 15; 14;
11; 15;}. Berechnen Sie Mittelwert, Median, Modus, Standardabweichung, Spannweite,
Varianz und Variationskoeffizienten.

Beispiel 1.2

Folgende Daten aus einer Stichprobe sind gegeben. {51,7; 51,9; 52,6; 52,3; 51,8; 52,6;}.
Berechnen Sie Mittelwert, Median, Modus, Standardabweichung, Spannweite, Varianz und
Variationskoeffizient.

Beispiel 1.3

Folgende Daten aus einer Stichprobe sind gegeben. {6; 53; 5; 103; 5; 4;}. Berechnen Sie
Mittelwert, Median, Modus, Standardabweichung,  Spannweite, Varianz  und
Variationskoeffizient. Was ist bei diesem Beispiel anders? Uberlegen Sie sich, ob solche Werte
auch wirklich vorkommen koénnen? (Hinweis: Dienstleistung)

1.3 Losungen Statistik

Beispiel 1.1
X S s2 Spannweite  Median Modus c
12,00 2,71 7,33 10,00 13,00 13,00 0,23
Beispiel 1.2
X S s? Spannweite Median Modus c
52,15 0,40 0,16 0,90 52,10 52,60 0,01
Beispiel 1.3
X s s2 Spannweite  Median Modus C
29,33 40,88 1671,47 99,00 5,50 5,00 1,39
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2 Wahrscheinlichkeitstheorie?

2.1 Grundlagen

Ereignisse
Die mdglichen, sich jedoch gegenseitig ausschlieRenden Ergebnisse eines Zufallsexperiments

heilen Elementarereignisse (w). Die Menge aller Elementarereignisse heit Ereignismenge

(Q).

Héaufigkeit

Von einem bestimmten Zufallsexperiment werden n Ausfiihrungen gemacht. Tritt dabei ein
bestimmtes Ereignis A dieses Experiments h, —mal ein, so nennt man h,(A) die absolute
Haufigkeit des Ereignisses. Setzt man die Haufigkeit in Relation zur Anzahl der Ausfihrungen,
so wird dieses Verhéltnis relative Haufigkeit des Ereignisses f,(A) genannt.

f (8=

Beispiel 2.1
Ein Wiirfel wird 30-mal geworfen. Eine bestimmte Augenzahl (Ereignis) soll dabei x-mal
auftreten. Daher gilt

X
h (A)=x und f (A)=—
. (A) . (A) 20

Wahrscheinlichkeit

Die Wahrscheinlichkeit ist ein Mal zur Quantifizierung der Sicherheit bzw. Unsicherheit des

Eintretens eines bestimmten Ereignisses A im Rahmen eines Zufallexperiments.

Es existieren unterschiedliche Ansétze zur Definition der Wahrscheinlichkeit:

(1) Klassische Wahrscheinlichkeitsdefinition: Wahrscheinlichkeit, dass bei einem

Zufallsexperiment das Ereignis A eintritt:

Anzahl der fir A gunstigen Félle

P(A) = — -
Anzahl aller mdglichen Falle

Diese Definition unterstellt gleichmdgliche Ereignisse und daher ist ihre praktische
Bedeutung gering.

2 Bleymiiller, Gehlert, Gulicher (2000): Statistik fur Wirtschaftswissenschaftler, 12. Auflage, Verlag Vahlen,
Minchen
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(2) Statistische Wahrscheinlichkeitsdefinition: Bei dieser Definition geht man von einem
Zufallsexperiment aus, welches aus unendlich vielen unabhangigen Versuchen besteht.

Die Wahrscheinlichkeit P(A) wird in diesem Fall als Grenzwert der relativen Haufigkeit von

A definiert: P(A):lim f, (A)

(3) Subjektive Wahrscheinlichkeiten: Die Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses A ist

eine in Zahlen wiedergegebene ,,Chance, dass dieses Ereignis eintreten wird.

Unabhéngig von der Definition, haben Wahrscheinlichkeiten folgende Eigenschaften:

- Abgeschlossenes Intervall 0 <P(A) <1

- Ein sicheres Ereignis bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit des Ereigniseintritts
P(A) = 1ist.

- Ein unmaogliches Ereignis bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit des Ereigniseintritts
P(A) =0 ist.

- Sind A und B Komplementérereignisse (entweder/oder) so ist P(A) + P(B) = 1

- Wenn An B =@ dannist P(A U B) = P(A) + P(B) (Additionssatz)

c Teilmenge Menge, die ganz in einer anderen enthalten ist

AnB Durchschnitt alle Elemente, die in A und B enthalten sind
AnB={x/(xeA)und (x e B)}

AuB Vereinigung alle Elemente, die in A und/oder B enthalten sind

AUB={x/(xeA)oder (xeB)}

A\B Differenzmenge alle Elemente von A, die nicht in B enthalten sind
A\B={x/(xe A)und (x1B)}

Die Basis flir Wahrscheinlichkeit bildet das Gesetz der GroRRen Zahlen (Law of Large Numbers
LLN). Bei genlgend vielen Wiederholungen konvergiert die relative Haufigkeit f,(A) gegen
P(A). Daher ist P (A) die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses.

Das Problem der Festlegung der Wahrscheinlichkeit wird in der Praxis oft folgendermalien
gelost: P(A)~ f_(A), wobei n eine geniigend groRe Anzahl an durchgefiihrten Einzelversuchen

einer Versuchsreihe darstellt.
Beispiel 2.2

Die Ereignisse A und B haben folgende Wahrscheinlichkeit P(A) = 0,5 und P(B) = 0,8. Wenn
P(A m B) = 0,3 ist, wie grol} ist dann P(A U B)?

-10 -



Skriptum fiir den Einstiegstest der SBWL Produktionsmanagement

Ldsung Beispiel 2.2

P(A U B)=P(A) + P(B) - P(A N B)
=P(A) +P(B)— P(A N B)
=0,5+08-03=1

Beispiel 2.3

Die Ereignisse A und B haben folgende Wahrscheinlichkeit P(A) = 0,5 und P(B’) = 0,2.
(Anmerkung: P(B’) ist die Gegenwahrscheinlichkeit 1- P(B)). Wenn P(A U B) = 1 ist, wie
grol} ist dann P(A n B)?

Losung Beispiel 2.3

P(A " B)=P(A) + P(B) - P(A U B)
=P(A)+1-P(B’) —P(A UB)
=0,5+1-02-1=0,3

Beispiel 2.4
Eine Minze wird 2 mal geworfen. Nehmen Sie an, dass jedes Ereignis (Kopf oder Zahl) die
gleiche Wahrscheinlichkeit besitzt (perfekte Minze). Finden Sie die Wahrscheinlichkeiten

A = mindestens 1 mal Zahl

B = beide Wiirfe Zahl

C = der letzte Wurf ist Zahl

Und A’ , ANB,AUB,ANnC, ,AuUC.

Losung Beispiel 2.4

Q=1{77,7K,KZ KK}. Da alle Ereignisse die gleiche Wahrscheinlichkeit aufweisen, haben alle
Wahrscheinlichkeit 1/4

A={ZZZKKZ}, P(A)=3/4

B={zZz} PB)=1/4

C={ZZKZ}, P(C)=1/2

P(A)=1-P(A)="%

BcA=>AnNnB={ZZ}= B=P(AnB)=P(B)=1/4
BcA=>AUB={ZZZKKZ}= A=P(AuUB)=P(A)=3/4
ANC={ZZKZ}=P(C)=P(ANC)=1/2
PAUC)=PA)+P(C)—P(ANC)=3/4+1/2—1/2=3/4 oder
(AuC)={ZZKZZK}=A=PAUC)=3/4

-11 -
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Bedingte Wahrscheinlichkeit
Die bedingte Wahrscheinlichkeit sagt aus, wie wahrscheinlich es ist, dass ein Ereignis A eintritt,
unter der Bedingung, dass B eingetreten ist.

f.(AnB
- Bedingte relative Haufigkeit A unter Bedingung B: f,(A|B)= _nfc ®) )
- Bedingte relative Wahrscheinlichkeit A unter Bedingung B: P(A|B) :—P(ﬁ(rB\)B)’

wobei
- P(AnB)=P(AB) P(B) = P(B|A) P(A) (Produktformel oder Multiplikationssatz) gilt.

- Zwei Ereignisse sind unabhangig, wenn sie sich gegenseitig nicht beeinflussen:
P(A|B)=P(A) < P(B|A)=P(B) < P(AnB)=P(A) P(B)

Beispiel 2.5

In einer Schale liegen 3 Kugeln, die mit 1 bis 3 beschriftet sind. Das Zufallsexperiment besteht
aus dem zweimaligen Ziehen einer Kugel mit Zurtcklegen. Finden Sie die Wahrscheinlichkeit
von

A = Die erste Kugel ist eine ungerade Zahl

B = Die zweite Kugel ist eine gerade Zahl

Und AnB

Zeigen Sie auRerdem, dass A und B unabhéngig sind.

Losung Beispiel 2.5

Q ={(11),(12),(13),(21),(22),(23),(31).(32),(33)}-

A ={(11),(12),(13) ,(31),(32),(33)}; P(A) = 6/9

B ={(12),(22),(32)}; P(B) = 3/9

(AN B)={(12),(32)} = P(ANB)=2/9

Anwenden des Multiplikationssatzes zeigt, dass A und B voneinander unabhéngig sind
P(A N B)=P(A) *P(B) =3/9 * 6/9 = 18/81 = 2/9

ZufallsgroRe (Zufallsvariable)
Eine Funktion X, die jedem Elementarereignis @ der Ergebnismenge Q eine reelle Zahl
zuordnet, heiRt Zufallsgrofie X.

X:Q—R mit X(w)=Xx

Durch eine ZufallsgroRe l&sst sich ein Elementarereignis als Zahl darstellen, wobei die
Zuordnung nicht willkurlich geschieht, sondern durch die Aufgabenstellung gegeben ist.
(X = x) bezeichnet ein bestimmtes Ereignis.

-12-
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(X < x) gibt alle Ereignisse an, bei denen die Werte einer Zufallsgréi3e kleiner oder gleich der
reellen Zahl x sind.

(X > x) gibt alle Ereignisse an, bei denen die Werte einer ZufallsgroRe groRer der reellen Zahl
X sind.

Die ZufallsgroRe heil3t diskret, wenn sie nur endlich viele Realisationen besitzt. Fillen die
Realisationen ein Intervall der reellen Zahlengeraden kontinuierlich aus, so heiflt die
Zufallsvariable stetig.

2.2 Verteilungsfunktionen

Es sei X eine Zufallsvariable mit {x1, X2, ......, Xx}. Dann ist die fiir alle x € R definierte Funktion
Fmit F(X)=P(X <x)= ZP(X = X;) die Verteilungsfunktion von X.

Dabei wird die Zufallsvariable vollstandig durch ihre Verteilungsfunktion F(X) beschrieben.
Die Wahrscheinlichkeit P(a < X < b) dafir, dass die Zufallsvariable X einen Wert zwischen a
und einschlieBlich b annimmt, lasst sich mit Hilfe der Verteilungsfunktion F(X)
folgendermal3en berechnen.

Pl@a< X <b)=P(X <b)-P(X <a)=F(b)-F(a)

Diskrete Verteilungsfunktion
Eine Zufallsvariable hei8t diskret, wenn ihre Auspragungen nur endliche oder zéhlbar viele

Werte in R annehmen kann. Tragt man die Eintrittswahrscheinlichkeiten der einzelnen
Auspragungen der Zufallsvariable in ein Diagramm ein, erhalt man die graphische Darstellung
Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x).

Die zugehorige Verteilungsfunktion F(X) zeigt die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten an.

F(x)=P(X < X)=Zf(xi)

X; <X

Stetige Verteilungsfunktion
Eine Verteilungsfunktion heift stetige Verteilungsfunktion, wenn die Verteilungsfunktion eine

Stammfunktion einer Funktion mit der Form F(X) = P(X <X) = j f (t)dt ist.

Dabei wird f{(t) ,,Dichte der Verteilung genannt. Die Verteilungsfunktion reprasentiert somit

ein Aufsummieren von Teilwahrscheinlichkeiten.
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Fur die Verteilungsfunktion gilt Folgendes:

f(x)>0

f(x) ist normiert, d.h. die Flache unter der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion besitzt

immer den Inhalt 1. If(x)dx:l

0<FX)<1

Wenn die Verteilungsfunktion F differenzierbar ist, ist ihre Ableitung die

Dichtefunktion der Verteilungsfunktion. F'(x)= f(x)
b

Pla<x< b):j f(x)3dx=F(b)-F(a)

Das Eintreten eines Ereignisses der Form P(X = c¢), sogenannte
Punktwahrscheinlichkeit, ist Null, da [ f (x) dx = F(c) — F(c) = 0

Im Folgenden soll anhand der Standardnormalverteilung der Zusammenhang zwischen Dichte-

und Verteilungsfunktion graphisch dargestellt werden. Man erkennt, dass der Flacheninhalt
unter der Dichtefunktion 0,5 betragt, da

f1 2
F(XSO)=‘[\/T_T[€2 =0,5

(siehe Kapitel 2.5.4)

In der Verteilungsfunktion erkennt man, dass sich bei einem Wert von x=0 ein Funktionswert

von 0,5 ergibt.
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Ebenso wére es auch moglich, den umgekehrten Weg zu wahlen und uber die Inverse
Verteilungsfunktion auf Werte rlckzuschlieBen, beispielsweise interessiert héufig die
Fragestellung, welche x-Werte eine Zufallsvariable maximal aufweisen darf, wenn man

lediglich die unteren p Prozent aller moglichen Werte der Zufallsvariable betrachtet.

Beispiel (fiktiv):
Das Einkommen von Sommerjobs fiir Studenten ist normalverteilt mit Erwartungswert 800€
und Standardabweichung 300€. Ab welchem Einkommen zdhlt man zu den 20% am

schlechtesten verdienenden Studenten? (547,5€)

Verteilungsfunktion N(800,300)

1.0

08
I

04

02

00
I

T T T T T T T
200 400 600 800 1000 1200 1400

X
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2.3 Verteilungsparameter

Erwartungswert
Sei X eine Zufallsvariable mit {x1, x2, ..... , Xnjund die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten sind
gegeben, dann ist der Erwartungswert folgendermafen definiert.

Eigenschaften des Erwartungswertes sind:

E())=1
E(AX) = AE(X)
E(X+Y)=EX)+E(Y)
X<Y=EX)<E®Y)

Beispiel 2.6
Die diskrete Zufallsgréfie X mit der Verteilungstabelle
Xi 3 4 5 6 7 8
P(X=xi) 0,1 0,15 0,2 0,3 0,2 0,05

besitzt den Erwartungswert E(X)=0,3+0,6+1,0+1,8+1,4+0,4=55.
Fur die Wahrscheinlichkeit P(X > 6) ergibt sich: P(X > 6) =0,3 + 0,2 + 0,05 = 0,55

Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariable

Unter dem Erwartungswert E(X) einer stetigen Zufallsvariablen X mit der Dichtefunktion f(x)

versteht man E(X)= Ix f (x)dx

Beispiel 2.7

Berechnen Sie E(X) wenn X~ U(a,b) = (X ist gleichverteilt mit Untergrenze a und
Obergrenze b, siehe Kapitel 2.5.6)

b 1 b 1 X2 b

E(X)=[xf(X)dx=——|xdx=—"——

9 ! () b—a! b-a 2
(1 b*) (1 a®) (b-a)a+h) a+b
b-a 2 b-a 2 2(b-a) 2
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Varianz
Die Varianz einer ZufallsgroRe ist der Erwartungswert der Zufallsvariablen Z = [X - E(X)]?,
durch die die mittlere quadratische Abweichung von Erwartungswert E(X) beschrieben wird.

V(X) = E([X - E(X)]?) oder in einer vereinfachten Form V(X) = E(X?) — [E(X)]?

Eigenschaften der Varianz sind
Var(X +a) =Var(X)
Var(aX) = a*Var( X)}
Beispiel 2.8
Zeigen Sie, dass diese Vereinfachung V(X) = E(X?) — [E(X)]? richtig ist. Hinweis: Verwenden
Sie (a - b)?> = a? - 2ab + b? und die Eigenschaften des Erwartungswertes.

Kovarianz und Korrelation

Im Statistikteil wurde bereits die Stichprobenkovarianz erwéhnt. An dieser Stelle wird nun die
allgemeine Definition vorgestellt.

Bei zwei Zufallsvariablen beschreibt die Kovarianz das Verhéltnis der beiden Zufallsvariablen
zueinander. Aus der Definition erkennt man, dass es sich um eine Verallgemeinerung der
Varianz handelt (Cov(X,X) = Var(X))

Fur zwei Zufallsvariablen X und Y ist die Kovarianz Cov(X, Y ) definiert durch

Cov(X,Y) = E((X —E(X))(Y —E(Y))) = E(XY) - E(X)E(Y)
Der Quotient
_ Cov(X,Y)

Px ,/Var(x War(Y)

heil’t der Korrelationskoeffizient der Zufallsvariablen X und Y.

Gilt Cov(X, Y ) =0, also px,y =0, so heiRen die beiden Zufallsvariablen unkorreliert. Sind X
und Y unabhéngig, dann sind sie folglich unkorreliert. Die Korrelation besitzt gegentiber der
Kovarianz den Vorteil, dass sie zwischen —1 und 1 liegt und man daher aussagen tber den Grad
der Korrelation treffen kann.

Aufgrund ihrer Definition spricht eine positive Korrelation daftr, dass bei groRen X-Werten
eher groRe Y-Werte auftreten werden und bei kleinen X-Werte eher kleine Y-Werte. Eine stark
negative Korrelation deutet darauf hin, dass zu groRen X-Werten tendenziell kleine Y-Werte
gehdren und bei kleinen X-Werten tendenziell grol3e Y-Werte zu erwarten sind.
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Anmerkung
Der Korrelationskoeffizient macht Aussagen tuber den Grad des Pooling-Effekts moglich (siehe
Punkt 1.3 Anwendungsbeispiel Pooling-Effekt)!

Korrelationskoeffizient

-1 0 1
Groltmaoglicher Durchschnittlicher
Effektivitat Pooling ) 9 ] Kein Pooling-Effekt
Pooling-Effekt Pooling-Effekt

Summen von Zufallsvariablen

Im Statistikteil wurde bereits gezeigt, dass bei zwei Zufallszahlen X und Y, welche unabhéngig
und damit unkorreliert sind, die Varianzen addiert werden kénnen. AuRerdem besagt eine
Rechenregel von Erwartungswerten, dass Erwartungswerte addiert werden konnen (siehe

Erwartungswert). Zusammengefasst ergibt sich folgendes:
Fur die Varianz einer Summe von zwei Zufallsvariablen X, Y gilt:

Var(X +Y) =Var(X)+Var(Y) +2Cov(X,Y)
Sind X und Y unkorrelierte Zufallsvariablen, d.h. ist Cov(X, Y) =0, so folgt
Var(X +Y) =Var(X) +Var(Y)
Die Summe des Erwartungswerts zweier Zufallsvariablen ist

E(X +Y)=E(X)+E(Y)
Anmerkung
Sind zwei Zufallsvariablen unabhangig, so gilt E(XY)=E(X)E(Y)

Beispiel 2.9 (siehe Summen von Zufallsvariablen)
Zeigen Sie, dass V(X +Y) =V (X)+V(Y)+2E[(X —E(X))(Y —E(Y))] gilt. Verwenden Sie
wieder (a - b)? = a2 - 2ab + b? und die Eigenschaften des Erwartungswertes

Beispiel 2.10

Fir die Erwartungswerte der Zufallsvariablen X und Y gilt E(X) = 2 und E(Y) = 4. Wie grof
ist der Erwartungswert der Summe von X und Y?
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Beispiel 2.11

Fur die Varianzen der beiden unkorrelierten Zufallsvariablen X und Y gilt V(X) = 44 und
V(Y) = 36.

a) Wie grof ist die Varianz der Summe der beiden Zufallsvariablen?

b) Angenommen, die Zufallsvariablen waren negativ korreliert. Ist Var(X + Y) dann groRer,
kleiner oder gleich der Varianz der unkorrelierten Zufallsvariablen? Warum?

Quantil

Ein Quantil ist jener Wert, unterhalb dessen x % der Datenpunkte liegen. Daher muss immer
der Anteil bzw. der Prozentsatz angegeben werden, auf den sich der Wert bezieht.

Das 50%- Quantil wurde bereits vorgestellt- es handelt sich dabei um den Median. Weitere sehr
haufige Quantile sind das 25% und das 75% Quantil.

2.3.1 Anwendungsbeispiel: Der Pooling-Effekt

Im bisher Dargestellten wurde von Einzelbetrachtungen ausgegangen, in denen die
Ausprégungen eines Merkmals durch den Mittelwert p, die Standardabweichung o und die

Varianz o2 beschrieben werden.

Der Pooling-Effekt beschreibt die Verringerung des Variationskoeffizienten um % wenn nun

mehrere Merkmale mit denselben Mittelwerten und Standardabweichungen gebindelt
betrachtet werden.

Fur die Betrachtung von n-Merkmalen gilt:

Einzelbetrachtung n-Merkmale gebindelt
Mittelwert uo n x o
Varianz 002 n X o0?
Standardabweichung o0 vn x 60
Variations- O o Vnx o __ o
koeffizient H nxp  vJnxp

Der Variationskoeffizient der geblindelten Betrachtung von n Merkmalen entspricht \/iﬁ mal

dem Variationskoeffizienten der Einzelbetrachtung.
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Beispiel 2.12

Eine Maschine des Typs mRC2012 produziert Schrauben. Durchschnittlich benétigt sie daftr
2 min pro Schraube bei einer Standardabweichung von 0,01 min. Welcher Variationskoeffizient
wirde sich ergeben, kdnnte man den gemeinsamen Output von 4 Maschinen dieses Types
betrachten?

Beispiel 2.13

Zwei ProduktionsstralRen in einem Betrieb produzieren das Produkt A. An beiden gibt es eine
Endkontrolle, die feststellt, dass der Mittelwert der Produktionszeit bei u = 75 min liegt und
eine Standardabweichung von ¢ = 50 min vorliegt. Mit welcher Standardabweichung miisste
die Schichtleitung rechnen, wenn lediglich eine, gemeinsame Endkontrolle erfolgt?

Beispiel 2.14
Folgende Absatzzahlen werden fiir das vergangene Quartal von der Marketing-Abteilung an
die Geschéftsleitung Ubermittelt:

Monat April Mai Juni

Produkt A | 12.000 Stiick | 12.500 Stiick | 10.000 Stlick
Produkt B | 10.000 Stiick | 12.500 Stiick | 12.000 Stlick

Fur das kommende Quartal denkt die Geschéftsleitung dartiber nach die Produkte A und B
durch ein neues Produkt C zu ersetzen. Wenn davon ausgegangen werden kann, dass wirklich
die komplette Nachfrage nach A und B durch das neue Produkt C erflllt werden kann und die
Nachfrage von Juli/August/September derjenigen von April/Mai/Juni entspricht — um wieviel
verringert sich dann die Standardabweichung im kommenden Quartal im Vergleich zur
gekoppelten unkorrelierten Standardabweichung der beiden Produkte?

2.4 Zusammenhang Wahrscheinlichkeitsfunktion — Verteilungsfunktion

In Weiterfiihrung von Beispiel 2.6 soll in diesem Kapitel noch einmal versucht werden, den
Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeitsfunktion und Verteilungsfunktion anhand einer

diskreten Zufallsvariable deutlich zu machen.

Beispiel 2.6 (Fortsetzung)
Die diskrete Zufallsvariable X tritt in folgenden Auspragungen mit den gegebenen
Wahrscheinlichkeiten auf:
Xi 3 4 5 6 7 8
P(X=xi) 0,1 0,15 0,2 0,3 0,2 0,05
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Trégt man diese Eintrittswahrscheinlichkeiten in ein geeignetes Diagramm ein, so erhalt man die
Wahrscheinlichkeitsfunktion dieser Zufallsvariable X. Zur besseren Veranschaulichung wurde die
Skala genormt.

1
0,8
0,6
0,4
0,2 I
N e | | [] | |
3 4 5 6 7 8

Die Verteilungsfunktion gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass das Eintreten eines Ereignisses kleiner
bzw. gleich einer vorgegebenen Grenze ist, also P(X<=x). Zum Beispiel soll die Wahrscheinlichkeit,
dass das eintretende Ereignis kleiner oder gleich 5 ist, berechnet werden. Daraus folgt, dass als mogliche
Auspragungen die Ereignisse (3), (4) oder (5) fiir diese Berechnung in Frage kommen. Die Summe der
Eintrittswahrscheinlichkeiten ergibt die gesuchte Wahrscheinlichkeit: P(X<=5) = P(X=3) + P(X=4) +
P(X=5) = 0,45.

0,8

[
0,6
0,4
" Tm B I
o M . . . .
3 4 5 6 7 8

2.5 Spezielle Verteilungen (einige Beispiele)

2.5.1 Binomialverteilung (diskret) ~ B(n,p)

Zufallsexperimente mit nur zwei verschiedenen Ausgéangen fihren zur Binomialverteilung. Bei
derartigen Experimenten tritt ein Ereignis A bei jeder Durchfiihrung des Experiments mit der

Wahrscheinlichkeit p und das komplementére Ereignis A mit der (Gegen) Wahrscheinlichkeit
g = 1 - p ein. Experimente, bei denen nur zwei verschiedene und sich gegenseitig
ausschlielende Ereignisse mit konstanten Ereignissen auftreten kdnnen, heiflen Bernoulli-
Experimente.
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Eine Folge von unabhangigen Bernoulli- Experimenten geben p die Trefferwahrscheinlichkeit
und n die Anzahl an Experimenten an.

Beispiel: Das flinfmalige Werfen einer Miinze hat die Parameter p =0,5, ¢ =0,5und n = 5.

n
Wahrscheinlichkeitsfunktion : f(x)=P(X =x)= (xj pg"™ , x=0,1,2,...n
- - . n k ~n—k
Verteilungsfunktion: F(x)=P(X <x)= Z(kjp q X /0
k=0
Erwartungswert: E(X)=np
Varianz: Var(X) =np(d- p)
) . . . nj n!
Losen des Binomialkoeffizienten o= m ,n, k/0
Rech In: " =1 "o n n =1
echenregeln: ol™ 17 0=
Beispiel 2.15

In einer Urne befinden sich vier rote und sechs schwarze Kugeln. Es werden 10 Kugeln mit
Zuriucklegen entnommen. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass genau 6 rote unter den
10 Kugeln sind.

10
Daher istp =4/10=0,4 und q = 0,6 und P(X =6) = f(6) = (6 j-0,46 -0,6* =0,1115

Die Wahrscheinlichkeit, dass hdchstens 6 rote Kugeln unter den gezogenen sind, ist
P(X<6)=f(@0)+ f@)+...+ f(6) =0,9452

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 6 rote Kugeln unter den gezogenen sind, ist
P(X>26)=1-P(X<5)=1-[f(O)+ fD)+...+ f(5)]=1-0,8338=0,1662

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens drei, aber nicht mehr als sieben rote Kugeln unter den
entnommenen sind, ist

PE<X<7)=P(X <7)—P(X <£2)=0,9877-0,1673=0,8204
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Beispiel 2.16

In einer Urne befinden sich 2 rote und 3 schwarze Kugeln. Es werden 5 Kugeln mit Zuriicklegen
entnommen. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass

a) hochstens 1 schwarze Kugel unter den gezogenen ist

b) genau 3 rote unter den 5 Kugeln sind

¢) mindestens 4 schwarze Kugeln unter den gezogenen sind

d) mindestens 2, aber nicht mehr als 4 schwarze Kugeln unter den entnommenen sind
e) genau 2 schwarze unter den 5 Kugeln sind

) héchstens 2 rote Kugeln unter den gezogenen sind

g) mindestens 2, aber nicht mehr als 3 rote Kugeln unter den entnommenen sind

h) mindestens 3 rote Kugeln unter den gezogenen sind

Beispiel 2.17

Langjahrige demoskopische Untersuchungen haben ergeben, dass die Wahrscheinlichkeit fir
die Geburt eines Madchen p = 0,514 betragt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich in
einer Familie mit drei Kindern kein Médchen?

Beispiel 2.18
Ein Betrieb fertigt Kugeln fiir Kugellager; 5% der Kugeln gehdren nicht zur Qualitétsstufe ,,Q*.
Die hergestellten Kugeln werden zu je 100 Stiick abgepackt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit

q sind in einer Packung hochstens zwei Kugeln, die nicht zur Giiteklasse ,,Q* gehdren?

2.5.2 Poissonverteilung (diskret) ~ P(4)

Fiir kleine Werte von p und sehr grole n (n — «) geht die Binomialverteilung in die
Poissonverteilung iiber. Das bedeutet, dass Ereignisse, die ,,relativ selten®, d.h. mit geringer
Wahrscheinlichkeit auftreten, einer Poissonverteilung gentigen:

Wahrscheinlichkeitsfunktion : f(x)=P(X =x)= ﬂb—lei
x!
X k
Verteilungsfunktion: F(x)=P(X <x)= e_lZﬁ , A>0
k=0 M-
Erwartungswert: E(X)=A=np
Varianz: Var(X)=E(X)=A=np
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Anmerkung

Die Poissonverteilung lasst sich aus der Binomialverteilung durch den Grenziibergang n — o
und p — 0 herleiten. D.h. Die Binomialverteilung darf fur groRes n und kleines p durch die
bequemere Poissonverteilung mit dem Parameter A = np ersetzt werden. Eine gangige
Faustregel besagt, wenn np<10 und n>1500p, kann zur Poissonverteilung (bergegangen
werden.

Beispiel 2.19
Nehmen Sie an, dass eine seltene Krankheit 1 von 10 000 Menschen beféllt. Finden Sie die
Auftrittswahrscheinlichkeit von 5 Féllen in einer Population von 100 000 Menschen.

Beispiel 2.20

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Qualitatskontrolle vier Defekte an einem Produkt
gefunden werden ist 0,0175. Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieses Ereignis bei 100
Kontrollen mindestens einmal eintritt?

Anmerkung: Hier gilt es die Formulierung genau zu beachten.

Beispiel 2.21

Die Anzahl X der Maschinenausfalle in einer Fertigungsabteilung im Verlaufe einer Schicht
von 8 Stunden genligt einer Poisson-Verteilung von A =5 (Ausféllen).

a)Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten fur X =1i,i=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15
und zeichnen Sie ein Verteilungsdiagramm.

b)Berechnen Sie aulRerdem die Wahrscheinlichkeit, dass die Maschine hdchstens 3, 7, und 10
mal ausféllt und mindestens 2, 6 und 13 mal ausfallt

Beispiel 2.22

In einem Lager folgt die Wahrscheinlichkeit einen Anruf zu erhalten der Poissonverteilung mit
A =2 pro Stunde. (X ist die Anzahl an Anrufen)

Wenn der (einzige) Lagerarbeiter 10 Minuten pro Stunde Pause macht, wie hoch ist die
Wahrscheinlichkeit, dass das Telefon zu dieser Zeit lautet? (A muss auf die 10 min angepal3t
werden)
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2.5.3 Diskrete Gleichverteilung ~ U(n)

Tritt jedes Ereignis einer diskreten Zufallsvariable mit der gleichen Wahrscheinlichkeit im
Intervall i bis j auf, so handelt es sich um eine diskrete Gleichverteilung. Als Beispiel sei das
Werfen eines idealen Wirfels genannt, bei dem das Eintreten der sechs mdglichen
Auspragungen (1,2,...6) gleich wahrscheinlich ist (i = 1; j = 6).

1
Wahrscheinlichkeitsfunktion: flx) = {j—i+1 x=(,i+1,..,))
0
0 fallsx <i
Verteilungsfunktion: FX)=PX<x)= f:ll: fallsi<x<j

1 fallsx > j

Erwartungswert: E(X) = ”TJ

Varianz: Var(X) = %

Weiterfuhrung des Beispiels: Ein idealer Wirfel wird einmal geworfen, X = ,,Augenzahl*
Wertebereich Q=(1,2,34,5,6)

Wahrscheinlichkeit £ (x;) = ¢ firi = 1,2,...6

Wahrscheinlichkeitsfunktion Verteilungsfunktion
1o -
0.30 -
ngk -
035k
020 06
015
04t
nwf -
02r
005 I
1 2 3 4 5 [} i ] K 4 5 4 7
6+1
Erwartungswert: E(X) = - = 3,5
Varianz: Var(X) = % =2,916
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2.5.4 Normalverteilung (stetig) ~ N(j, o?)

Die Normalverteilung ist eine stetige Verteilung. Die Flache unter der Dichtekurve beschreibt
die Wahrscheinlichkeit, ein bestimmtes stetiges Merkmal x; innerhalb einer untersuchten
Stichprobe mit n Elementen anzutreffen. Die gesamte Flache reprasentiert 100% und ist daher
1. Den Erwartungswert oder Mittelwert p und die Standardabweichung ¢ der Verteilung kennt
man entweder, oder man kann beide Werte mit den uns bekannten statistischen Mitteln
berechnen. Im Folgenden die Eigenschaften der Normalverteilung:

Dichtefunktion: f(x)= 1 e%[%)

Vero
Verteilungsfunktion: F(x)=—— ie‘i(t;”fdt 0
erteilungsfunktion: Nl . o
Erwartungswert: E(X) = u
Varianz: Var(X) = o2

Die Standardabweichung ¢ bestimmt die ,,Hohe* (Maximum) und ,,Breite” von f(x). Je kleiner
o, desto hoher liegt das Maximum und desto steiler fallt die Kurve ab. p legt die Lage des
Maximums fest (Symmetriezentrum).

Fur die spezielle Normalverteilung mit u = 0 und o =1, die man Standardnormalverteilung
nennt, existieren genaue Tabellenwerke. Daher transformiert man alle anderen
Normalverteilungen auf diese standardisierte Form.

Jede  Normalverteilung kann  durch eine lineare  Transformation in eine
Standardnormalverteilung Uberfuhrt werden. Anschaulich bedeutet dies, dass der Graph der
Funktion langs der x-Achse verschoben wird. Diesen VVorgang nennt man Standardisieren der
Zufallsgrole X.

X_
z=2"£ 7-N0)
O

Fur das Rechnen mit der Standardnormalverteilung gilt folgendes:

- Die Wahrscheinlichkeit, dass eine GroRe kleiner oder gleich x sei, erhédlt man durch P(X <
X) = F(z). Die Werte von F(z) konnen in der Standardnormalverteilungstabelle (siehe
Anhang) nachgesehen werden. Sie entsprechen dem Fldchenintegral von - bis z.

- Fur die Wahrscheinlichkeit, dass X > x sein soll, muss man die Gegenwahrscheinlichkeit
berechnen. P(X > x) = 1- F(z) oder bei manchen Tabellen als F (- z) angegeben.

- Fir die Wahrscheinlichkeit, dass x zwischen den Grenzen x1 und X2 liegt, gilt P(x; < X <x»
) = F(z2) - F(z1). Diese Formel entspricht dem Flachenintegral zwischen 2 Grenzen.

- Sind die Grenzen x1 und x2 symmetrisch zum Mittelwert, dann vereinfacht sich die Formel,
dazy =-2z2 istund F(-z) =1 - F (2) bzw. F(2) - F(-z) = 2F(z) - 1
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Anmerkung: Die Standardnormalverteilung besitzt folgende wesentliche Eigenschaften:

1 ¢
Dichtefunktion: X)=——¢ 2
¢() JE;
X 712
Verteilungsfunktion: #(x)=P(X < x):%_[oe 2" dt

Die griechischen Buchstaben ¢ und ® werden hiufig gebraucht um den gesamten Term
anzuschreiben, da das die Schreibweise erheblich vereinfacht.

Anmerkung: Fir die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten bei einer normalverteilten
Zufallsvariable bendtigt man immer das oben angefiihrte Integral der Verteilungsfunktion,
welches im Allgemeinen nicht elementar zu I6sen ist. Die Werte miissen daher mit numerischen
Integrationsmethoden berechnet oder aus Tabellen entnommen werden. Liegen die Werte
zwischen den in der Tabelle angegebenen Werten, so muss interpoliert werden.

Dass, die Normalverteilung so wichtig ist, liegt nicht zuletzt am Zentralen Grenzwertsatz.
Dieser besagt, dass bei einer Stichprobenanzahl n>30, die Stichprobe anndhernd normalverteilt
ist, unabhdngig der Form der Grundgesamtheit. Wir konnen bei groflen n mit der
Normalverteilung rechnen, ohne die wirkliche, zugrundeliegende Verteilung der Population zu
kennen.

Da diese Verteilung so wichtig ist, werden an dieser Stelle noch zwei weitere Konzepte
erlautert, die jedoch fur alle Verteilungen gelten.

Konfidenzintervall

Ein Konfidenzintervall ist ein Unsicherheitsbereich fiir die Schatzung eines Parameters (zB.
Mittelwert, Median) aus einer Stichprobe. Das Ergebnis einer solchen Schatzung ist abhangig
von der gezogenen Stichprobe und weist damit eine Zufallsschwankung auf. Zur Berechnung
eines Konfidenzintervalls muss man die gewiinschte Uberdeckungswahrscheinlichkeit
spezifizieren (haufig 95%). Ein 95%-Konfidenzintervall zum Beispiel ist ein Bereich, der den
theoretischen  (unbekannten) Wert des interessierenden Parameters mit einer
Wahrscheinlichkeit von 95% beinhaltet. Aus dem Konfidenzintervall lassen sich Schliisse
beziglich der statistischen Signifikanz ziehen.

Unterschiede bzw. Zusammenhdnge werden dann als signifikant bezeichnet, wenn die
Wahrscheinlichkeit ihres Zustandekommens gering ist. Dabei wird die maximal zuldssige
Irrtumswahrscheinlichkeit als Signifikanzniveau a bezeichnet. Dieses wird im Vorhinein (a
priori) festgelegt. Je geringer a, desto hoher ist die Informationsqualitét.
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Hé&ufige Intervalle sind dabei das 90, 95 und 99% -ige Konfidenzintervall, d.h. dass der Wert
innerhalb eines bestimmten Intervalls mit 90, 95 und 99% -iger Sicherheit liegt. Die
Konfidenzsicherheit wird dabei mit 1- a angegeben.

Beispiel 2.23
X sei eine (150; 484) normalverteilte ZufallsgroRe. (Schreibweise: X~N(150; 484))
Berechnen Sie P(X < 190), P(X <102), P(X > 130) und P(177,5 <X <192,9)

Beispiel 2.24
X~N(0,1). Finden Sie das 95% Quantil und das 45% Quantil.

Beispiel 2.25

Wir nehmen an, dass die KorpergrdfRe von Studenten normalverteilt ist und fiir den Mittelwert
p = 178,6 cm und die Standardabweichung ¢ = 7,5 cm ermittelt wurden, dass eine
Normalverteilung N(178,6; 7,52) vorliegt.

Wie grofB ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufallig ausgewahlter Student
a) kleiner als 172 cm

b) groRer als 187 cm

c) zwischen 175 und 181 cm groR ist?

Beispiel 2.26

Es wurde festgestellt, dass die durchschnittliche Masse eines maschinell gefertigten Joghurts p
=400 g betrégt. Als Standardabweichung wurde ¢ = 2 g ermittelt. Es ist jene Abweichung vom
Mittelwert Ap zu berechnen, innerhalb der 99% der produzierten Stiick liegen?

(Hilfestellung: P(400 - Ap <X <400 + Ap)=0,99)

Beispiel 2.27

Auf einer Metallhobelmaschine werden Platten hergestellt. Bei einer routineméaRigen Kontrolle
der Qualitat wurde die Dicke von 20 Platten gemessen, wobei folgende Ergebnisse (mm)
ermittelt wurden: 42; 43; 36,5; 41,5; 40,5; 39,5; 44; 40; 41, 35,5; 36; 41; 38; 39,5; 40; 40,5;
37,5; 43,5; 38,5 und 42

a) Berechnen Sie den Mittelwert und die Standardabweichung der Plattendicke.

b) Angenommen, die Plattendicke ist normalverteilt und Mittelwert und Standardabweichung
stimmen mit den entsprechenden Werten der Stichprobe Uberein, wie viel Prozent Ausschuss
hat man zu erwarten, wenn eine Abweichung von + 2,5 mm um den Mittelwert zul&ssig ist?

¢) Welche Toleranzgrenzen sind festzulegen, damit nicht mehr als 5 % Ausschuss vorliegen?
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Beispiel 2.28

Die Motoren eines Autofabrikanten haben eine mittlere Lebensdauer von 100 000 km mit einem
mittleren Fehler von + oder - 20 000 km

a) Wie viele der erzeugten Motoren haben eine Lebensdauer von mindestes 125 000 km.

b) Bei wie vielen der Motoren weicht die Lebensdauer um mehr als 15 000 km vom Mittelwert
ab?

c) Auf wie viel km muss durch Verbesserung des Motors die mittlere Lebensdauer erhoht
werden damit mindestens 80 % dieser Motoren eine Lebensdauer von 90 000 km haben?
Anmerkung: Aufzeichnen der Verteilung hilft das Problem besser zu verstehen.

Beispiel 2.29

Eine Hobelmaschine stellt Platten her, deren Dicke um den Erwartungswert von 10 mm mit
einem Fehler von etwa + 0,02 mm streut. Wie viel Prozent Ausschuss ist zu erwarten, wenn die
Platten

a) mindestens 9,97 mm aufweisen und héchstens 10,05 mm stark sein durfen

b) nur maximal 0,03 mm vom Sollwert abweichen durfen

2.5.5 Exponentialverteilung (stetig) ~ Exp(a)

Die Exponentialverteilung ist eine stetige Verteilung. Anwendung findet sie vor allem bei der
Beantwortung der Frage nach der Dauer von zufélligen Zeitintervallen. z. B.:
- Dauer von Dienstleistungen, Bearbeitungen,
- Zeiten  zwischen  Eintreten  von  Ereignissen  (Zwischenankunftszeiten,
Warteschlangentheorie)
- Lebensdauer von Bauteilen, Maschinen und Geraten

Ihre Eigenschaften sind:

Dichtefunktion: f(x)= 0, x<0
ichtefunktion: e x50
Verteilungsfunktion: F(x)= 0. x<0
erteilungsfunktion: Ve ® x50
1
Erwartungswert: E(x)= "
Y , 1
Varianz: o :?
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2.5.6 Stetige Gleichverteilung ~ U(a,b)

Die stetige Gleichverteilung, auch Rechteckverteilung genannt, zeichnet sich, dhnlich ihres
diskreten Pendants, dadurch aus, dass die unterschiedlichen Auspréagungen einer
Zufallsvariable in einem bestimmten Intervall (a,b) mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten
kdnnen. Hier gilt jedoch die Stetigkeit der Zufallsvariable als Grundannahme.

Dichtefunktion:

Verteilungsfunktion:

Erwartungswert:

Varianz:

Dichtefunktion

FO) = {ﬁ falls a<x<b
sonst
0 falls x<a
x—a
F(x) = -—, falls a<x<b
1 falls x=b
a+b

Var(X) = %(b — a)?

Verteilungsfunktion

0.5k 10F —
/
."Ilr.
04f 0sk /
- ._Ir-.
03 06k 7
r
N
02k 04k /
I /
/
01r 0zt I
/
/
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I."f 1 1 1 1 1
1 -1 1 3 -z -1 1 2 3
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2.6 LoOsungen Stochastik

Beispiel 2.8

V(X)=E[(X - E(X))?] = E[X? - 2X E(X) + E(X)?]
E(X?) — 2E(X)E(X) + E(X)?

E(X?) — 2E(X)? + E(X)?

= E(X?) - E(X)?

Beispiel 2.9

V(X+Y) = E[(X+Y) = E(X+Y))]
= E[(X+Y) - E(X) - E(Y))]
= E[(X - E(X)) + (Y —E(Y)))’]
= E[(X = E(X))* + 2(X - E(X)) (Y —E(Y)) + (Y — E(Y))]
= E[(X — E(X))?] + E[(Y — E(Y))] + 2 E[(X - E(X)) (Y —E(Y))]
= V(X) +V(Y) + 2Cov(X,Y)

Beispiel 2.10
Der Erwartungswert einer Summe von beliebig vielen Zufallsvariablen ist gleich der Summe
ihrer einzelnen Erwartungswerte
E(X+Y)=E(X) +E(Y)=6

Beispiel 2.11
a) Die Varianz einer Summe von Zufallsvariablen ist im Allgemeinen nicht gleich der Summe
ihrer einzelnen Varianzen — die Korrelation muss berticksichtigt werden:

Var(X +Y)= Var(X )+Var(Y )+ 2p Var(X) Var(Y )
wobei p der Korrelationskoeffizient ist. Da wir hier zwei unkorrelierte Zufallsvariablen haben,
ist p =0, also gilt in diesem Fall

Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) =80 .

b) Nun ist p < 0, also wird von Var(X) + Var(Y) etwas Positives abgezogen. Folglich ist die
Varianz einer Summe negativ korrelierter Variablen kleiner als die Varianz einer Summe
unkorrelierter Variablen.

Beispiel 2.12
CVneu = 0,0025
Beispiel 2.13

oneu = 70,71068 min
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Beispiel 2.14

Ao =oa+B—oc = 1.527,53 Stiick — 1.414,21 Stick = 113,31 Stiick
Beispiel 2.16

Analog zu Beispiel 2.15 mit p = 2/5 (ROT) und g = 3/5 (SCHWARZ)
a) = 0,08704

b) = 0,2304

c) = 0,33696

d) =0,8352

e) =0,2304

f) = 0,68256

g) =0,576

h) =0,3174

Beispiel 2.17
P(X=0)=0,115

Beispiel 2.18
P(X<2)=0,1183

Beispiel 2.19
A =np=100000-0,0001=10
X 5
P(X =5) = ﬂ—e“ = 107 _ 0,0378
x! 51
Beispiel 2.20
P(X>1)=0,8262
Beispiel 2.21
i Pi  100*P; i Pi 100*P;
0 0,0067 0,67 8 0,0653 6,53 P(X<3) =0,265
1 0,0337 3,37 9 0,0363 3,63 P(X<7) =0,867
2 0,0842 8,42 10 0,0181 1,81 P(X <10)= 0,986
3 0,1404 14,04 | 11 10,0082 0,82
4 0,1755 17,55 | 12 10,0034 0,34
5 0,1755 17,55 | 13 0,0013 0,13 P(X>2) = 0,960
6 0,1462 14,62 | 14 10,0005 0,05 P(X>6) = 0,384
7 0,1044 10,44 | 15 0,0002 0,02 P(X>13)= 0,002
Beispiel 2.22
A=2/6=1/3

P(X > 0) = 1- P(X = 0) = 0,2835
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Beispiel 2.23

P(X <190) = F(190) = q{%) = ®(1,82) =0,9656 (aus Tabelle)

P(X <102) = F(102) = @(%) = d(-2,182) =1- ®(2,182) =1-0,9854 = 0,0146
P(X >130) =1— F(130) =1— @[%j =1- ®(-0,909) = ®(0,909) = 0,8186

P(177,5< X <£192,9) = q{%j - @(W} = ®(1,95) — ®(1,25) = 0,08

Beispiel 2.24
®d(X)=095 = x=Ng4 =1645 (durch interpolieren)

®d(X)=045 = x=N,,5=-0126 (durch interpolieren)

Beispiel 2.25

a) F(z)=0,1894

b) F(-z)=1- 0,8686 = 0,1314
c) 0,3099

Beispiel 2.26
99 % der produzierten Stlcke liegen innerhalb einer Abweichung von Ap= 5,15 g vom
Mittelwert p.

Beispiel 2.27

a)u=40,0=242

b) 30,3% Ausschuss sind zu erwarten

c) Die Toleranzgrenze misste + 4,74mm betragen

Beispiel 2.28

a) F(-z) =1-0,8944 = 0,1056

b) 1- 0,5467 = 0,4533 => 45,33 %

c) Die mittlere Lebensdauer des Motors muss 106 800 km betragen, wenn 80 % der Motoren
eine durchschnittliche Lebensdauer von 90 000 km haben sollen.

Beispiel 2.29
a) Erwarteter Ausschuss 7,3 %
b) Erwarteter Ausschuss 13,36 %
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3 Lineare Programmierung?

Lineare Programmierung, auch lineare Optimierung genannt, ist ein bedeutendes Verfahren des
Operations Research und findet haufig Anwendung in Planungsprozessen. Ein Planungsprozess
ist dabei eine strukturierte VVorgangsweise zur Verwirklichung von Zielen. Mit anderen Worten
geht es um die gezielte Auswahl von optimalen Alternativen und damit in weiterer Folge um
Entscheidungsfindung.

Als logischer erster Schritt missen demnach Ziele definiert werden. Danach koénnen
MaRnahmen auf Basis von Entscheidungen gesetzt werden, um diese Ziele (Minimum -z.B.
Kosten; Maximum — z.B. Gewinn) zu erreichen. Um bei mehreren Alternativen, die fur die
Zielerreichung in Frage kommen, die optimale zu finden, eignen sich mehrere Verfahren. In
weiterer Folge wird an dieser Stelle nur das haufigste Verfahren, das Simplex-Verfahren, als
der am weitesten verbreitete Algorithmus vorgestellt.

Lineare Gleichungen kénnen dabei auf mehrere Arten angeschrieben werden. Dieses Skriptum
wird sich dabei nur auf die ,,normale“ Schreibweise beziehen und nicht néher auf die
Matrizenschreibweise eingehen. Sollten Sie allerdings jemals etwas genauer mit Linearen
Optimierungsaufgaben konfrontiert sein, so empfiehlt es sich, sich die Matrizenschreibweise
zu erarbeiten.

3.1 Modellformulierung

Sehr haufig liegen in der Lehre wie auch in der Praxis Optimierungsprobleme vor, die in einem
Text beschrieben sind. Daher ist es zuerst einmal sehr wichtig, die Modellformulierung, also
das Ubertragen von Texten in ein lineares Gleichungssystem, zu beherrschen. Das Prinzip der
linearen Programmierung wird in weiterer Folge anhand eines Beispiels aus der
Produktionsprogrammplanung (Beispiel 3.1) erklart.

Beispiel 3.1

Ein Kkleiner Mdbel Fabrikant mdchte seine Produktpalette erweitern und standardmagig zwei
neue Produkte anbieten. Ein Naturholzregal- und ein Schreibtischbausatz sollen das Sortiment
erweitern. Die Produktion fiir diese Bausatze erfolgt in 3 verschiedenen Arbeitsstationen, die
alle nur beschrankt zur Verfiigung stehen, da andere Produkte bereits einen Teil der Kapazitaten
belegen. Station 1 (Zuschneiden der Bretter) steht 4 Stunden pro Tag zur Verfligung, Station 2
(Beschichten der Bretter) 12 Stunden und Station 3 (Verpacken der Bausétze) 18 Stunden.

Fur die Produktion eines Regalbausatzes werden 1 Stunde in Station 1 und 3 Stunden in Station
3 bendtigt. Fiir einen Schreibtisch, fir den die Teile bereits zugeschnitten zugekauft werden,

3 Gould ; Eppen, Schmidt (1993): Introduction Management Science, 4th edition, Prentice Hall, Englewood
Cliffs, NJ
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werden 2 Stunden in Station 2 und 2 Stunden in Station 3 gebraucht. Der Gewinn flir einen
Regalbausatz betrdgt €300 und fiir einen Schreibtisch €500.

Wie viel soll von jedem Produkt erzeugt werden, um einen mdoglichst hohen Gewinn zu
erzielen?

Fir den ersten Schritt kann es hilfreich sein, samtliche Informationen zusammenzufassen.

Produktionszeiten pro Stuck in Stunden
Station Regalbausatz Schreibtisch Verflighare Kapazitét
1 1 0 4
2 0 2 12
3 3 2 18
Gewinn pro Stiick 300 500

Diese Form der Darstellung erinnert jetzt schon stark an ein lineares Gleichungssystem. Die
Entscheidungsvariablen sind, wie man schon aus der Fragestellung ableiten kann, die
produzierten Stick der beiden Giter. Ab jetzt werden diese in diesem Beispiel mit X1
(produzierte Stiick Regalbausatz) und x2 (produzierte Stiick Schreibtisch) bezeichnet.

Mit diesen Informationen kann man ein Gleichungssystem aufstellen, dass in weiterer Folge
I6sbar ist.

Zielfunktion: Z =3X, +5X, = max
Nebenbedingungen: X, <4
2x, <12

3x, +2x, <18

Nichtnegativitdtsbedingungen: X, X, 20

Fur die Programmerstellung werden Entscheidungsvariablen benétigt. Im Prinzip sind dies die
Grolen, die (theoretisch) frei festgelegt werden konnen. Das Ziel ist, fur diese
Entscheidungsvariablen optimale Werte zu finden. Alle anderen Groen, die ebenfalls Einfluss
auf das Problem haben, aber nicht beeinflusst werden kdnnen, oder nicht verandert werden
sollen fliel3en (iber zusatzliche Bedingungen in das lineare Programm ein. Die Optimalitat wird
durch die Zielfunktion représentiert, wobei die Koeffizienten vor den Variablen das Verhaltnis
derer zueinander, zumeist in Geldeinheiten, ausdrucken.

Hétte man nur eine Zielfunktion wie im obigen Beispiel, so ware das Finden eines Optimums
unmaoglich, da immer noch bessere Lésungen mdglich werden (X1, X2 — ). Normalerweise
werden solche Zielfunktionen aber ohnehin durch Gegebenheiten der Produktion in Form von
Kapazitdten beschrankt. Diese Gegebenheiten werden als Nebenbedingungen bezeichnet und
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meistens als Ungleichungen wiedergegeben. Ublicherweise werden solche Nebenbedingungen
so angeschrieben, dass alle Variablen auf der linken Seite zu finden sind und die rechte Seite
nur reine Zahlenwerte beinhaltet.

Zusétzlich gilt die Bedingung, dass alle Entscheidungsvariablen ausschlielRlich positive Werte
annehmen konnen oder gleich null sind. Dies wird durch die Nichtnegativitatsbedingung zum
Ausdruck gebracht.

Anmerkung: Fir die Erstellung von linearen Programmen gibt es einige Grundannahmen und
Regeln, die hier aber nicht weiter diskutiert werden. Die Beispiele in diesem Skriptum dienen
nur als eine Einfiihrung und decken bei weitem nicht das ganze Spektrum der Linearen
Programmierung ab.

3.2 Graphische Ldsung von linearen Programmen

Ein lineares Programm mit nur zwei Entscheidungsvariablen, kann graphisch gelést werden.
Dazu muss zundchst der Bereich aller zul&ssigen Ldsungen in ein Diagramm eingetragen
werden. Dabei ist die Nichtnegativitatsbedingung zu beachten.

Jede dieser Nebenbedingungen wird als Gerade dargestellt, wobei jeder Punkt auf dieser
Geraden eine Kombination aus X1 und Xz, die die Nebenbedingung exakt (als Gleichung) erfullt,
reprasentiert. Punkte, um die Geraden einzuzeichnen erhalt man, indem in der Nebenbedingung
eine Variable Null gesetzt wird und nach der anderen aufgel6st wird (die entsprechenden
Punkte konnen dann fur beide Achsen berechnet und verbunden werden). Mit der
Nichtnegativitatsbedingung ergibt sich daraus der zuléassige Lésungsraum (Abbildung 4.1)
(Fortsetzung von Beispiel 3.1)

Abbildung 4.1 zuldssiger Lésungsraum Abhildung 4.2 optimale Lésung

3x +2x, =18

n =4
optimale Losung 12,6)

2z, =12

Xz

[}
Xz
o

Z=3x +5x, =36

X1 Xq
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Die optimale Losung erhalt man, wenn man die Zielfunktion so einzeichnet, dass sie nur an
einem Punkt den Lésungsraum beruhrt, bei einem Maximierungsproblem so weit als maoglich
oben, bei einem Minimierungsproblem soweit als mdglich unten. Um zu einer Startzielfunktion
zu gelangen, die man dann parallel verschieben muss, nimmt man einen Wert der Zielfunktion
an, z.B. Z=10, und berechnet die dazugehdrigen Werte von xi und X2 (x1 Null setzen und nach
x2 auflosen) Der optimal Lésungspunkt ist somit abh&ngig von der Zielfunktion. Es besteht die
Madglichkeit, dass es keine Losung gibt. Das ist zum Beispiel der Fall wenn kein zul&ssiger
Losungsraum existiert (wenn sich die Nebenbedingungen gegenseitig ausschlieen) oder, dass
der Losungsraum unbeschrénkt ist (wenn der Losungsraum nach einer Seite offen ist). Sollte
eine LOsung existieren, so befindet sich die optimale Losung in unserem Fall stets an einem der
Eckpunkte (wenn die Zielfunktion im Optimum entlang einer Nebenbedingungsgeraden
verlduft, kann es ausnahmsweise zu unendlich vielen Ldsungen kommen).

Dabei ist aber zu unterscheiden, dass der Losungsraum bei einem Minimierungsproblem
durchaus nach oben hin unbeschrankt sein kann und trotzdem nach unten hin genau eine Lésung
existieren kann. Es kommt somit darauf an, wo der Lésungsraum unbeschrankt ist.

Ein weiterer Spezialfall tritt auf, wenn die Zielfunktion und eine Nebenbedingung ident sind.
In diesem Fall kann es dazu kommen, dass unendlich viele Losungen existieren.

Beispiel 3.2
Ldsen Sie folgendes lineares Problem graphisch.

Z =15, +25x, — Min

X, +2x, > 1
2% -3, = 2
X, +%, > 6
X1, X2 = 0

Beispiel 3.3
Losen Sie folgendes lineares Problem graphisch:

Z =2x +4x, = Max

X, +X, = 8
3 -2x, = 10
< 5

X, =
X1, X2 > 0
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Beispiel 3.4

Fur den Bau einer U-Bahn plant eine Stadt die Anschaffung von zwei verschiedenen Typen A
und B an U-Bahn Garnituren. Jene Firma, die den Auftrag erhélt, kann auf Grund ihrer
Kapazitdten hochstens 90 Stick vom Typ A und 75 Stick vom Typ B liefern. Die
Zusatzausstattung (z.B. Klimaanlage) kostet fiir einen Waggon des Typs A 40 GE, fir einen
Waggon des Typs B 70 GE. Fiir diese zusétzliche Ausstattung ist ein Betrag von hdchstens
10000 GE vorgesehen. Eine Garnitur des Typs A bringt 50 Einheiten Energieersparnis und ein
Wagen des Typ B bringt 70 Einheiten an Energieersparnis. Es werden auf3erdem nicht mehr als
100 Garnituren fur die neue U-Bahnlinie benétigt. Ziel der Stadt ist es, mdglichst viel Energie
einzusparen. Formulieren Sie fur dieses Problem ein Lineares Programm und I6sen Sie dieses
graphisch.

Beispiel 3.5

Drei Legierungen L1, L2 und L3 werden aus 3 verschiedenen Arten von Altmetallen A, B, C
hergestellt. Die folgende Tabelle gibt Aufschluss Uber das Verhéltnis der Altmetalle (in
Prozent) in den Legierungen.

A B C

L1 (20 60 20

L2 |70 20 10

L3 (40 15 45

Der Gewinn pro Tonne Legierung betragt bei L1 1500, bei L2 2000 und bei L3 900
Geldeinheiten. Von Altmetall A sind 18t lagernd, von Altmetall B 20t und von Altmetall C 13t.
Formulieren Sie das gewinnmaximierende lineare Programm.

Beispiel 3.6

Ein Unternehmen mdchte ein neues Produkt in drei verschiedenen Ausfihrungen (Premium,
Standard, Basic) fertigen. Der Gewinn fir die jeweiligen Ausfiithrungen variiert von €375 fiir
die Premium Version, €290 fiir die Standard Version bis hin zu €204 fiir die Basic Version.
Das Unternehmen hat an drei Standorten noch freie Kapazitéaten, die fur dieses Produkt genutzt
werden sollen. Es konnen in Standort A 800 Sttick, in Standort B 950 Stiick und in Standort C
550 Stuck produziert werden, wobei die Ausfuhrung fir die Stuckzahl egal ist.

Allerdings hat das Management beschlossen, dass an allen drei Standorten, der gleiche
Prozentsatz der freien Kapazitaten genutzt werden soll. Prognosen erwarten, dass 2000, 3500
und 1500 Stuck der Premium, Standard und Basic Version pro Tag abgesetzt werden kénnten.
Des Weiteren ist die freie Lagerkapazitdt in den einzelnen Standorten beschrénkt. Standort A
hat noch 25000m?, Standort B 13000m? und Standort C 7000m? an freier Lagerkapazitit zur
Verfugung. Je nach Ausfiihrung benétigt ein Premiumprodukt 5000, ein Standardprodukt 3000
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und ein Basisprodukt 2500 cm? Lagerflache. Formulieren Sie mit diesen Angaben ein lineares
Programm.

Beispiel 3.7

Ein Landwirt verfligt uber 800 000 m? landwirtschaftliche Nutzflache. Er hat technisch die

Madglichkeit, Weizen und/oder Kartoffeln anzubauen. Bei Weizen erzielt er einen Ertrag von

1860 GE/ha, bei Kartoffeln von 3346 GE/ha. Der Arbeitsaufwand betrégt bei Weizen und

Kartoffeln 10 Stunden/ha bzw. 30 Stunden/ha und Jahr. Fur die Ackerarbeit kann der Bauer

neben seiner sonstigen Arbeit 150 Stunden pro Monat einplanen. Saatgut und Maschinen

verursachen jahrlich Kosten bei Weizen und Kartoffeln von 400 GE/ha und 800 GE/ha. Diese

Kosten missen vom Landwirt aus den Ernteerlosen des Vorjahres vorfinanziert werden. Fir

das laufende Jahr stehen ihm dazu 60800 GE zur Verfugung.

a) Stellen Sie das dazugehorige lineare Programm auf.

b) Berechnen Sie grafisch, wie der Bauer seine Ackerflache im kommenden Jahr bebauen soll,
damit er den maximalen Ertrag erwirtschaftet. Wie hoch ist dieser?

Beispiel 3.8

Raymond Rose ist der bekannteste Schuster fiir die Erzeugung hochwertiger handgefertigter
Tanzschuhe. In seinem kleinen Familienbetrieb ,,Rose Dancing Shoes* kiimmert er sich
hdchstpersonlich um die Herstellung der Schuhe, wahrend seine Frau die Buchhaltung orga-
nisiert. Aufgrund ihres Alters halten beide eine Arbeitszeit von Montag bis Freitag von 08:00-
16:00 Uhr ein. Die Schuhe sind sehr beliebt und er bietet 3 verschiedene Versionen an. Auf-
grund langjahriger Erfahrungen weil Herr Rose, dass er ein Paar Standardschuhe um € 110
verkaufen kann. Der Jazz-Tanzschuh ist nur fir eine ausgewahlte Gruppe interessant und
kommt auf € 136 pro Paar. Aufgrund des immer mehr in Mode kommenden Lateintanzes, sind
die Latein-Schuhe mit € 153 das teuerste Paar.

Die Kosten fir das Rauleder betragen pro Jazz- und Lateinschuh € 4,5, fiir einen Standard-
schuh das Doppelte. Der Kostentreiber beim Material fur die Schuhe ist das Rauleder, wel-ches
mit € 3000/m? zu Buche schliagt. Jede Woche stehen 21dm? Rauleder zur Verfugung. Der
Hauptkostenfaktor der Schuhe stellt die Arbeitszeit mit € 65 pro Stunde dar. Erfahrungs-gemaR
braucht die Herstellung fir ein Paar Jazz-Tanzschuhe genau 1h, ein Paar Standard-Schuhe
braucht um 12min weniger, ein Paar Latein-Tanzschuhe um 12min mehr.

Die Tanzschuhe der Marke Standard werden in unlimitierter Stiickzahl ausschlie3lich in Wien
vertrieben. Die Jazz- und Lateinschuhe werden ausschlieBlich ins Ausland verschickt. Die
Transportkosten von einem Paar Lateintanzschuhen betragen fiir das Unternehmen € 16, die flr
Jazz das Doppelte. Als speziellen Service bietet das Unternehmen ,,Rose Dancing Shoes* einen
Gratislieferservice fiir seine Kunden an. Aus Unternechmenssicht diirfen diese Kosten € 800
nicht Gbersteigen. Erstellen Sie ein lineares Programm zur Bestimmung der Produktionsmengen
pro Woche, die den maximalen Deckungsbeitrag sichern.
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3.3 Losungen Lineare Programmierung

Beispiel 3.2
Z= 140, x1=1, x2=5

Beispiel 3.3
Z= 26, x1=3, X2=5

Beispiel 3.4
Z= 6500, x1=25, X2=75

Beispiel 3.5
1500x, +2000x, +900x, — max

0,2x,+0,7x, +0,4x, = 18
0,6x, +0,2x, +0,15%,
0,2x, +0,1x, +0,45x,

X1, X2, X3

IA

IA

20

IA

13

v
o

Beispiel 3.6
375(Xp + Xop + Xgp) +290(Xyg + Xog + Xgs ) + 204 (X5 + Xop + X ) = MAX

<
Xip T X5 T X = 800

Xop +Xp5 +Xpg = 950
Xgp +Xgs +Xgg = 550
Xip T Xop + Xgp < 2000
Xis t Xog + Xgg < 3500
Xig T Xop 1 Xgg < 1500

0.5%,, +0.3x, +0.25x,, = 25000

0.5%,p +0.3X,, +0.25x,, = 13000

05X, +0.3%,, +0.25x,, = 7000

%(x1P + X5 + Xi5) - @(x2P + X5 + X55)

(Xgp + Xps + X,5) (Xgp + X35 + X35)

950 550

X1P, X2P, X3P, X1, X2s, X35, X1B, X2B, X38 > 0
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Beispiel 3.7
a) 1860x4 + 3346x. > max
X1 + X2

10x1 +
400x1 + 800x2

X1, X2 b

b) x1 = 30ha
X2 =50 ha
Z =223100 GE

Beispiel 3.8

X1= Standard;
Xo=Jazz;
x3=Latein

a.)  40x; + 30x2 + 50x3> max

18x1 + 9x2 + 9x3 < 630
0.8x1 + X2 +1.2x3< 40
32x2 + 16x3 < 800

X1, X2, X3 > 0
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4 Modellierung von Geschaftsprozessen

Bitte beachten Sie, dass es unter https://www.wu.ac.at/erp einen Webtrainer zum
Thema Prozessmodellierung fur die Priafungsvorbereitung gibt!

4.1 Grundlagen Modellierung*
Um reale Sachverhalte darzustellen, die oft komplexe Zusammenhdnge beinhalten, ist die
Vereinfachung durch Modelle notwendig. Ein Modell ist die systematische Darstellung eines
Ausschnitts der Realitat mit Hilfe von Methoden und Werkzeugen. Modelle umfassen Objekte,
Akteure, Zusammenhange, etc. Folgende Prinzipien liegen der Modellerstellung zu Grunde:

e Abstraktion

e Partitionierung
e Projektion

Grundsétzlich dienen diese Modelle zur vereinfachten Darstellung und Archivierung von
Systemen. Daruber hinaus jedoch tragen sie einen wesentlichen Teil zu einer einfachen,
konkreten Kommunikation bei. Dies gelingt jedoch nur, wenn grundlegende Prinzipien
beachtet werden und einzelne Modelltypen schliissig verwendet werden.

Prinzipien der Modellierung

Abstraktion
Die Abstraktion beschrénkt sich auf die essentiellen, fur den Sachverhalt relevanten Teile des
Systems. Die vorhandene Menge der Daten, die Uber die Sinne aufgenommen werden, ist zu
umfangreich um sie vollinhaltlich darzustellen. Eine Abgrenzung zu ignorierten Daten ist
notwendig.
Beispiele flir Abstraktion:

¢ Inhaltsverzeichnis eines Buches

e Ortsplan
e Aufzeichnung von personlichen Daten

Konkretisierung

Im Prinzip der Konkretisierung erfolgt eine genauere Betrachtung der Objekte eines Modells
und eine Aufteilung in Kleinere Untergruppen. Konkretisierung bezeichnet daher die
Anwendung eines abstrakten Konzeptes auf eine spezifische Situation. Ein Beispiel fir

4Vgl. Bemroider, Stix, Grundziige der Modellierung (2006)
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Konkretisierung ware die Umsetzung eines Plans: ein Plan ist etwas Abstraktes und wird mit
der Umsetzung zunehmend konkreter.

Partitionierung

Im Rahmen der Partitionierung werden Teilsysteme innerhalb eines groRen Systems betrachtet.
Durch diese Fokussierung wird das System uberschaubarer. Sdmtliche Teilsysteme haben
Systemgrenzen, Uber die sie mit dem Gesamtsystem kommunizieren kénnen. Die Mdglichkeit
des Zusammenspiels der einzelnen Teile ist unabdingbar.

Beispiele fir Partitionierung:

e Gliederung eines Buches in Kapitel

e Aufteilung einer Software nach Geschaftsprozessen, z.B. Buchhaltung, Einkauf,
Verkauf, usw.

Projektion
Bei der Projektion wird das Modell aus verschiedenen Sichten betrachtet, demzufolge ist das

Modell préaziser und vollstandig. Die Probleme der Kommunikation wie z.B. Missverstandnisse
und Auslassung kénnen verhindert werden.
Beispiele fir Projektion:

e Index,

e Inhaltsverzeichnis,

e Funktionalitét einer Software aus Sicht der Kunden, der Manager, etc.

4.2 Ereignisgesteuerte Prozesskette (EPK)>®

Das EPK-Modell fallt in den Bereich der Prozess- und Anforderungsmodellierung. Die
Prozessanalyse soll einen kompletten Einblick in die Tatigkeiten, welche in einem System
stattfinden, geben. Die Modellierung dieser Prozesse dient zur Kommunikation und
Dokumentation. Die Prozesse stellen eine Verkettung von Aktivitaten, die sequenziell oder
parallel ablaufen, dar.

Die Ereignisgesteuerte Prozesskette (EPK) ist eine graphische Modellierungssprache zur
Darstellung von Geschaftsprozessen einer Organisation bei der Geschéftsprozessmodellierung.
Sie stellen Arbeitsprozesse in einer semiformalen Modellierungssprache graphisch mit
Syntaxregeln dar. Das Grundmodell der EPK umfasst Verknipfungsoperatoren, Kanten und
Knoten. Es gibt zwei Knotentypen, Ereignisse und Funktionen. Ereignisse und Funktionen
mussen immer abwechselnd aufeinander folgen.

®Vgl. Bemroider, Stix, Grundziige der Modellierung (2006)
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4.2.1 Knotentypen

Ereignis

Ein EPK startet und endet immer mit einem Ereignis-Knoten. Ein Ereignis ist ein Zustand, der
vor oder nach einer Funktion auftritt und Funktionen auslést. Das Symbol fur ein Ereignis ist

wie folgt:

Funktion

Eine Funktion ist eine Aktion oder Aufgabe, die auf ein Ereignis folgt. Funktionen
transformieren einen Eingangszustand in einen Zielzustand. Nach Ende der Funktion wird das
darauf folgende Ereignis ausgeldst. Die Funktion wird folgendermafen dargestellt.

Funktion
|

4.2.2 Verknupfungsoperatoren

Die Verknupfungsoperatoren dienen der Aufspaltung oder Vereinigung des Kontrollflusses. Es
gibt drei verschiedene Verknipfungsoperatoren.

Und- Verknipfung

Oder- Verknipfung

XOR- Verknupfung

W

W

X

Alle eingehenden und
ausgehenden Kanten sind
aktiv.

Mind. eine ein- und
ausgehende Kante ist aktiv.

Eine ein- und auslaufende
Kante ist aktiv.

/ Anfrage 7
registriert

{ ® 1

Kundendaten Anfragedaten
registrieren registrieren

/ : scr.nranliche’ -

Prifung
bestanden

mi.'lmlliche >
Prifung
bestanden

Zertifikat
erstellen

=
{ Bestellung per
" Faxerhalten

/ Bestellung per
- Mail erhalten

Kundendaten
priifen

Sobald die Anfrage registriert
worden ist, werden die
Kundendaten und
Anfragedaten registriert.

Sobald die mundliche
Prifung und / oder die
schriftliche Prifung
bestanden worden ist, wird
das Zertifikat erstellt

Entweder eine Bestellung
per Fax oder eine
Bestellung per Mail muss
erhalten werden, um die
Kundendaten zu tberpriifen
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Es gibt verschiedene Mdglichkeiten Ereignisse und Funktionen innerhalb des EPKs zu
kombinieren.

Einschrankungen: Zwei Kombinationsvarianten sind nicht_erlaubt, da Ereignisse keine
Entscheidungen treffen kénnen.

Fall 1 Fall 2

Rechnung
angenommen

Rechnung.
angencmmen

V- X
L PNV AN l L - K_/ RS l
- . ~ - - ~
= 1 = - ~
-~ -~ - ~
- ~ - ~
B S CM- S
7 " “ Rechnun
_- < |Rechnung priifen Rechnung zahlen ~ - - 1 R E Rechnung zahlen| ~~ -
- verwerfen ~
-~ ! ! RN P ! 4 ! ~d
- ~|. ~

Beispiel 4.1
Die Einkaufsabteilung erhélt tdglich mehreren Anfragen. Nachdem eine Anfrage eingegangen

ist, wird sie Uberprift und wenn sie korrekt ist, wird ein passendes Angebot unterbreitet und
abgeschickt.

Beispiel 4.2

Ein Produktionsunternehmen mdchte ein neues Produkt herstellen. Dafiir erzeugt das
Unternehmen einen Prototyp und fiihrt eine Marktforschung durch. Nachdem die erhobenen
Daten analysiert worden sind, wird entschieden, ob das Produkt verworfen oder mit der
Produktion des Produkts begonnen wird.

Beispiel 4.3

Nach Erhalt einer Anfrage zur Erstellung eines neuen Kunden in einem Computersystem
uberprift die Verkaufsabteilung, ob der Kunde bereits existiert. Sollte der Kunde bereits kreiert
worden sein, wird die Kundenerstellung abgebrochen. Fir den Fall, dass der Kunde noch nicht
im System existiert, werden Informationen zu folgenden Bereichen eingetragen: Allgemein-,
Verkaufsgebiets- und Unternehmensdaten. Mit erfolgter Eintragung der Daten ist der
Kundenerstellungsprozess abgeschlossen.

Beispiel 4.4

Der Bezahlungsprozess in einer MalRschneiderei ist wie folgt aufgebaut. Nach erfolgter
Bestellung durch den Kunden wird die Bezahlungsart in Erfahrung gebracht. Es stehen zwei
Maoglichkeiten zur Wahl: Bezahlung per Bankomatkarte oder in Bar. Im ersten Fall muss das
Terminal vom Mitarbeiter zuerst freigeschalten werden bevor der Kunde seine Karte einstecken
und die Bezahlung bestatigen kann. Im zweiten Fall nimmt der Mitarbeiter das Geld entgegen,
wobei der Betrag genau beglichen wird oder der Kunde Wechselgeld bekommt. Mit der
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Auszahlung des Wechselgeldes bzw. Bestatigung der Zahlung per Bankomatkarte ist die
Rechnung beglichen. Der Kunde bekommt jedenfalls eine gedruckte Rechnung ausgehandigt.
Damit ist der Prozess beendet.

Beispiel 4.5

In einem Fastfood-Restaurant kommen Kunden zum Schalter, um ihre Bestellung aufzugeben.
Das Personal ermittelt den Bedarf des Kunden, wobei sich herausstellt, dass der Kunde
entweder Durst oder Hunger oder beides hat. Nach der Bestellungserfassung holt der
Mitarbeiter die gewtinschten Waren und stellt diese auf das Tablett. Der Prozess sieht vor, dass
der Kunde am Ende nochmals gefragt wird, ob er noch weitere Winsche hat. Sollte der Kunde
noch weitere Wiinsche haben, durchlduft er die Bedarfsermittlung und Bestellungserfassung
erneut nach bereits geschildertem Schema solange bis er keine Wiinsche mehr hat. Fir den Fall,
dass keine weiteren Wunsche bestehen, ist der Bestellvorgang abgeschlossen.

4.3 Entity Relationship Model®

Ein zweites sehr verbreitetes Modell ist das ER-Modell. Das ER-Modell ist ein semantisches
Datenmodell und dient zur Analyse der Daten und automatischen Uberfiihrung des Modells in
die Strukturen des Datenbanksystems. Die ER-Modellierung stellt eine statische Sicht auf die
Daten dar. Die ER-Modellierung ist sehr verbreitet, da sie einfach und leicht verstandlich ist.

Um ein ER-Modell zu erstellen, bendétigt man Entitaten. Jede Entitat kann ein oder mehrere
Attribute besitzen. Um den Zusammenhang zwischen zwei Entitaten darzustellen, legt man
Beziehungen und Kardinalitaten fest.

43.1 Entitat

Entitaten sind reale Objekte, die untereinander Beziehungen eingehen konnen. Eine Entitat ist
eindeutig identifizier- und unterscheidbar, wobei sie

e in derrealen Welt existiert, Entitytyp

e fir das Problem Relevanz besitzt und

e in der Realitat in mehreren Auspragungen vorkommt

Es gibt drei Arten von Entitéten
1. Entitdten, die Informationen (Uber Objekte oder Subjekte aufzeichnen
z.B. Manager, Wohnung
2. Entitaten, die Informationen Uber Aktivititen oder Ereignisse darstellen
Abmeldung, Ausleihe

6 Vgl. Bemroider, Stix, Grundziige der Modellierung (2006)
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3. Entitaten, die Informationen Uber einen abstrakten Zusammenhang abbilden
Projekt, Buchungskonten

Eine Menge gleichartiger Entitaten wird als Entitatstyp bezeichnet. Entitdten werden dem
Entitatstypen gegenubergestellt. Instanzen stellen konkrete Ausprédgungen eines Entitétstyps
dar.

4.3.2 Attribut

Ein Attribut beschreibt bzw. stellt die Eigenschaft einer Entitat dar. Es
sind nur fir das Problemfeld relevante Eigenschaften einer Entitat Attribut (ERM)
anzugeben.

Darstellung der Attribute

Entitaten Attribute

Sozialversicherungsnummer,
Mitarbeiter Name, Mitarbeiter
Geburtsdatum,

Im Zusammenhang mit Attributen nimmt das Schlisselattribut eine primare Stellung ein. Um
die Entitaten eindeutig zu identifizieren, muss jedem Entitétstyp ein Schliisselattribut bzw. eine
Menge an Schliisselattributen zugewiesen werden. Desweiteren darf das Schlusselattribut nur
ein Mal vorkommen. Demzufolge ist seine Auspragung uber alle Instanzen eines Entitatstyps
eindeutig.

Wenn man die oben aufgelisteten Attribute betrachtet, kann man erkennen, dass das Attribut
Sozialversicherungsnummer bei der Entitdt Mitarbeiter aufgrund seiner Einzigartigkeit als
Schlusselattribut definiert werden kann. Die Darstellung wére folgendermafen.
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Festlegung der SchluUsselattribute

Sozialwersichemungsnumm er
Mitarbeier
Seburtsdatum

4.3.3 Beziehungen

Die Beziehung (Relationship) stellt die Verknupfung zwischen zwei
oder mehreren Entitaten dar. Ein Beziehungstyp verbindet zwei oder
mehrere Entitdten in semantischer Weise. Einige Beispiele fir
Beziehungstypen wéren:

telefoniert, arbeitet, benutzt, etc.

Beziehungen werden den Beziehungstypen oder Beziehungsexemplaren gegeniibergestelit.
Exemplare werden auch als Instanzen, welche konkrete Ausprédgungen eines Beziehungstyps
darstellen, bezeichnet.

Beziehungstyp

Bei Beziehungstypen unterscheidet man einerseits den Grad einer Beziehung, anderseits die
Kardinalitat. Der Grad gibt die Anzahl der unterschiedlichen Entitatstypen, die miteinander in
Beziehung stehen, an.

hitartieter
In dem angefiihrten Beispiel verbindet der Beziehungstyp verkauft
die Entitatstypen Mitarbeiter und Buch. Der Grad der Beziehung erkaft
ist zweli, auch binare Beziehung genannt.
Buch
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4.3.4 Kardinalitat
Die Kardinalitat beschreibt in welcher mengenmaRigen Beziehung die Entitdten zueinander
stehen. Es gibt grundsétzlich drei Grundtypen von Kardinalitaten:

1. 1:1 Beziehung: Entitdt vom Typ A kann hdchstens mit einer il ra e
Entitat vom Typ B in Beziehung stehen und umgekehrt.
Im vorliegenden Beispiel kann ein Mitarbeiter hochstens ein
Buch verkaufen und ein Buch kann héchstens durch einen
Mitarbeiter verkauft werden.

wErkaLrt

Buch

2. 1:n Beziehung: Entitdt vom Typ A kann mit null oder mehreren
Entitdten vom Typ B in Beziehung stehen. Im Gegensatz dazu
kann die Entitdt vom Typ B nur mit hochstens einer Entitat vom 1
Typ A in Beziehung stehen.

Ein Mitarbeiter kann mehrere Blicher verkaufen, aber ein Buch

hitarbieter

werkaurt

kann nur von einem Mitarbeiter verkauft werden. L

n:m Beziehung: Entitat vom Typ A kann mit null oder mehreren Mitarhieter
Entitaten vom Typ B in Beziehung stehen, umgekehrt kann eine
Entitat vom Typ B auch mit null oder mehreren Entititen vom Typ
A in Beziehung stehen.

Ein Mitarbeiter kann mehrere Biicher verkaufen und ein Buch
kann von mehreren Mitarbeitern verkauft werden.

werkalft

Buch

Beispiel 4.6

Ein Prifer hat ein Spezialgebiet und kann mehrere Studenten priifen. Hingegen kann auch ein
Student von mehreren Prifern geprift werden. Weiters kann ein Student mehrere Blicher
ausleihen, wobei ein Buch nur von einem Studenten ausgeliehen werden kann.
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Beispiel 4.7

In diesem Beispiel wird der Bestellvorgang in einem Versandhaus beschrieben.

Jeder Kunde bestimmt die Zustelladressen, die sich aus Adressdaten und Ansprechpartner
zusammensetzen. Jede Zustelladresse wird durch einen Kunden bestimmt. Der Kunde verflgt
uber folgende Attribute: Kundennummer, Name und Adresse. Jeder Kunde kann mehrere
Bestellungen aufgeben, umgekehrt aber kann eine Bestellung nur von einem Kunden
aufgegeben werden. Die Bestellung hat die Attribute Bestellnummer und Bestelldatum.
Desweiteren kann eine Bestellung mehrere Artikel, welche sich durch Preis, Bezeichnung und
Artikelnummer charakterisieren, enthalten und umgekehrt kann ein Artikel mehrfach bestellt
werden.

Beispiel 4.8

Ein Lektor prift mehrere Studenten, welche sich durch Matrikelnummer, Name und
Geburtsdatum authentifizieren und umgekehrt kann ein Student durch mehrere Lektoren
gepruft werden. Der Lektor wird durch Titel, Name und Mitarbeiternummer authentifiziert und
ist in einem Institut, welches das Attribut Ort besitzt, angestellt. Ein Lektor halt mehrere
Vorlesungen und eine Vorlesung kann von mehreren Lektoren abgehalten werden. Die
Vorlesung besitzt eine Vorlesungsnummer und ein Thema. Die Vorlesung kann von mehreren
Studenten besucht werden und umgekehrt.
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Beispiel 4.4
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Beispiel 4.5
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Beispiel 4.6

P rafer

.

Spezialgebist

Beispiel 4.7

Fundennummer

Mame

ohnadresse

Kunde

B

n

<> bestimmt

Adres s daten

URNOIG

Zustelladresz e

Arsprechpartner

Bestellung

praft
m n

Student

1
<> leikt

n

Biczher

Bestelldatum
aufgeben

Beastellnummer

<o

Artikc el

Artikelnummer

-5 -

Bezeichnung



Skriptum fiir den Einstiegstest der SBWL Produktionsmanagement

Beispiel 4.8

hdartik elnummer
prift

m n
Lektor Student

n m n

e o

Mitarbeiter nummer

Geburtsdatum

Yorlesungs nummer

Ins titut Yorlesung
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5 Anhang

Standardnormalverteilung - Dichtefunktion f(z)

0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07
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Standardnormalverteilung - Verteilungsfunktion F(x)
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